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S Í M B O L O  G I A
[ ] Matriz quadrada
{ } Matriz coluna
[ ] ^ Matriz inversa
w Frequência circular
E Modulo de elasticidade
G Modulo de rigidez cisalhante
v Coeficiente de Poisson
p Densidade de massa
[A] Matriz de estado
[T] Matriz de transferência
[T(s,.0)] Matriz de transferência campo
[P] Matriz de transferência ponto
{Z(s}} Vetor de estado
x,s,z Variáveis espaciais
[V],[U] Matriz modal de [A]
["Xí-J Matriz diagonal, onde X. são os autovalores de [A]* J
u,v,w Deslocamentos nas direções x, s e z, respect-ivamente
n Numero de meias onda ao longo dos suportes
b ' Distância entre montantes
l Distância entre "reforços"
q Constante
h Espessura de casca
Momento polar de inércia
Cw Constante de empenamento
iC; - Constante de St. Venant
a Raio de curvatura da casca
A Ãrea da seção transversal do "reforço"
A s ,Az ,Cs ,Cz Ver FiSura 3
Momentos de inércia do "reforço"
[TP] Matriz reduzida
{Z} Vetor de estado reduzido
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R E  S U M  0
0  método de matriz de transferência é utilizado na obten 
ção de frequências naturais de sistemas de vigas e de cascas ci. 
líndricas com reforços longitudinais.
Apresenta-se, inicialmente, uma revisão de alguns elemenv j.
tos de matrizes de transferência e introduz-se os conceitos de 
campo e segmento para o estudo de sistema de vigas para mostrar a 
eficiência do método.
Resultados numéricos são apresentados e comparados com 
conhecidos.
Estuda-se a resposta de um sistema de cascas cilíndricas 
reforçadas por ’stringers",utilizando-se a técnica de redução de 
graus terminais de liberdade, para contornar as dificuldades compu 
tacionais inerentes ao método.
As matrizes de transferência dos elementos de casca são 
determinadas a partir dos autovetores e autovalores obtidos pelo 
método de Leverrier com modificação de Faddeev.
Os resultados de um exemplo são comparados com os de Hen 
derson e McDaniel que se utilizam da técnica dè super-matriz.
XA B S T R A C T
The transfer matrix method is used in the calculation 
of natural frequencies of beam-type systems and cylindrical shells 
stiffened by stringers in the axial direction.
■ A review of some aspects of the theory of transfer 
matrices is presented and the concepts of field and segment for 
study the beam-type system are introduced and discussed as an 
efficient concept in the preparation of general programs.
i
Numerical results are presented and compared.
The response of cylindrical shells, stiffened by stringers, 
is'studied through the use of a reduction technique of terminal 
degree of freedoms.
The transfer matrices of the shell elements are 
calculated from the eigenvectors and eigenvalues obtained by the 
Faddeev Leverrier method.
.  ^ The numerical results are compared with published
literature on others methods.
I
1C a p í t u l o  1
INTRODUÇÃO
O estudo de vibrações por matrizes de transferência jã ê 
feito a algum tempo, jã que estas se mostram uma poderosa ferra 
menta na analise de estruturas periódicas, como mostram os t r a b a ­
lhos de Lin e Donaldson |3 |, McDaniel 14 |, Mercer e Seavey |ó j e, 
mais recentemente, Irie, Yamada e Muramoto 11 7 1 . Este tipo de es 
trutura ê de muita utilização na atualidade como mostram os se 
guintes exemplos: grandes oleodutos com anéis de rigidez igualmen 
te espaçados, altos edifícios tendo uma estrutura uniforme e anda 
res idênticos, fuselagem de aeronaves consistindo de cascas cilín 
dricas uniformes reforçadas com "stringers" igualmente espaçados, 
e t c • • •
Este trabalho se insere numa linha de estudos sobre apljl 
cações de matrizes de transferência, em curso no Laboratõrio de 
Vibrações e Acústica, tendo jã produzido alguns resultados 12 | , 
114 1 , 11 5 |.
0  que aqui se propõe a fazer ê estudar inicialmente o 
comportamento de,um sistema de vigas com a introdução dòs concei. 
tos de campo e segmento para mostrar a eficiência do método de ma 
triz de transferência.
Posteriormente far-se-ã o estudo de um sistema de cascas 
com reforços longitudinais onde o fato relevante é a utilização
2da técnica de redução de graus de liberdade terminais e o uso de 
autovalores e autovetores no calculo da matriz de transferência.
São descritos agora os conteúdos dos capítulos e apêndi. 
ces que aparecem na sequência.
No Capítulo 2 são apresentados o vetor de estado e as ma 
trizes de transferência que funcionarão como -ferramentas bãsic-as 
no desenvolvimento de todo o estudo. Especificamente, far-se-á 
referências a um sistema de vigas onde apresentam-se alguns exem 
pios por este método e faz-se comparação com resultados conhecji 
d o s .
No Capítulo 3 é apresentada a teoria bãsica do estudo de 
cascas com reforços longitudinais por matriz de transferência.
No Capítulo 4 são apresentados estudos de um sistema aber 
to de cascas reforçadas, bem como ê introduzida a técnica da redu 
ção de graus de liberdade terminais. Define-se também as caracte 
rísticas estruturais de um exemplo onde compara-se os resultados 
obtidos com a utilização da técnica de redução e autovalores e au 
tovetores com os obtidos por Henderson e McDaniel |l|.
0 Capítulo 5 reune conclusões e sugestões de continuida­
de deste estudo.
No Apêndice I ê apresentada a técnica de redução a u t o m á ­
tica de graus de liberdade terminais.
3No Apêndice II é apresentado o método de Leverrier c o m m o  
dificação de Faddeev para calculo de autovetores e autovalores de 
uma matriz quadrada.
Finalmente no Apêndice III. apresenta-se a teoria de um 
sistema fechado de cascas com reforços longitudinais, d i s c u t e - s e  
as dificuldades numéricas para cálculo de sua resposta, bem como 
apresenta-se uma sugestão para possível solução*
4C a p í t u  l o  2
o
V i b r a ç õ e s  d e Fl e x ã o d e  V igas
2.1. Ve t o r  de Est a d o  e Matriz de Transferência
2.1.1. Generalidades
O vetor de estado de um certo ponto de um sistema elãsti^ 
co ê uma coluna cujas componentes são o deslocamento neste ponto e 
as forças internas correspondentes. Este vetor permite identifi^ 
car os estados de deformação e de tensão do sistema no ponto a 
que se refere; daí a sua denominação.
No caso em estudo, da vibração transversal de um sistema 
com m a s s a  distribuída, tem-se dois deslocamentos independentes, 
que são o linear transversal w  e o angular \p. As forças inter 
nas são o e s f o r ç o  cortante V e o momento fletor M. Dessa forma, 
p o d e - s e  m o n t a r  o vetor de estado para um determinado ponto i:
{Z .} = {Z>i = [Wi-, M., V i ]T (2.1.1)
A o r d e m  dos componentes foi escolhida de forma que, como 
se p o d e r á  co n s t a t a r  posteriormente, as matrizes de transferência 
r e s u l t e m  simétricas em relação a diagonal secundária. A conven 




5Fig - rra 2 . 1 -  Convenção d.e-Òri-éntacâo
Sejam agora dois vetores de estado do -s is tem-a co-Bs-id-ersa- 
d o . ' Se um-'Vétor^e estado , quando multiplicado por .una matriz, 
-Sórnecer o outro v e t õ r , - diz-se que esta e a ’matriz, de transíerên 
cia" qne os relaciona.
• Se -os dois vôtores representam p.ontos distintos -êe um sis
tema contínuo, por exemplo, os pontos i e i- 1 , diz-se que a matriz 
de transferência é uma matriz de campo. Esta situação pode ser 
descrita matematicamente da seguinte forma:
fZ)i - [TCj H Z Í j ., C . 1.2)
onde [Tc^] é a matriz de transferência campo que relaciona os ve 
tores de estado nos pontos i e i- 1 .
Se, em outra situação, tiver-se, por exemplo, uma massa 
concentrada aplicada em ponto i do sistema, os vetores de estado 
imediatamente antes e imediatamente apos este ponto são difèren 
tes, ém função da força de inércia da massa. De um modo geral,ca
6da ponto em que haja uma descontinuidade no sistema, necessita ser 
descrito por dois vetores de estado, que serão identificados da
« ,
seguinte forma:
£ D -{Z}. (a esquerda) e {Z }  ^ (ã direita)
Estes vetores estão relacionados por uma matriz de tran_s 
ferência; e esta recebe a denominação de matriz de transferência 
ponto, ou puntual, ou de estação. 0  relacionamento acima pode ser 
descrito matematicamente pela seguinte equação:
[ P i H Z } ?  (2.1.3)
onde [P^] ê a matriz de transferência ponto que relaciona os vet£ 
res de estado no ponto i.
Se, por outro lado, tiver-se uma situação onde no siste 
ma elástico existe uma descontinuidade no final do campo definido 
pelos pontos i e i- 1 , a matriz de transferência que relaciona os 
vetores de estado nestes pontos ê representada matematicamente por:
{Zj? = [Tci H Z ) i _ 1  
{Z}1? = [Pi ]{Z}?
= [ P ^  [Tci ]{Z } i _ 1
{Z}P = [T]{Z)i_1 (2.1.4)
logo
ou
7onde se o sistena for periõdico, a matriz [T] denomina-se matriz 
ãe transferência período..
Quando se tem esforços externos agindo sobre o sistema,a 
sua presença se faz notar matematicamente pela adição de vetores
coluna que os representam. Assim sendo, no caso em que se tenham es 
forços concentradó-s. (por exemplo em i) ,. a equação ( 2 . 1 . 4 )  deve 
ser modificada da seguinte forma:
. {Z}® = [T](Z } i _ 1 + {F}±
onde r e p r e s e n t a  o e s f o r ç o  e x t e r n o  c o n c e n t r a d o  ei;] i .
2 . 1 . 2 .  Equação  de Estad o
Os princípios blsicos de matriz de transferência foram 
referenciados na seção anterior e podem ser encontrados em muitos 
textos que tratam de engenharia estrutural e controle automático 
(por exemplo |8 [ e j9[) . Contudo, algumas considerações. devem 
aqui ser feitas.
Estas considerações foram feitas por Espíndola |2| e, a 
partir de um modelo matemático M de um sistema físico S, tem-se o 
conceito de estado do sistema.
0  papel do modelo matemático ê descrever alguns aspectos 
do comportamento real do sistema. Neste trabalho, o modelo m a t e ­
mático ê constituído de equações diferenciais.
(2.1.5)
<
8Em teoria de controle, o conceito de estado de üm siste 
ma-físico ê normalmente associado a um instante particular de tem 
po. Por exemplo, aplicando-se uma certa entrada ao sistema físi. 
co e observando-se a saída, esta dependera do estado inicial do 
sistema e da entrada aplicada. Portanto, o modelo matemático do 
sistema consiste de duas classes de equações: aquelas que descre 
vem o estado do sistema e aquelas que descrevem a sàída do sis t e ­
ma, das quais sõ as primeiras são relevantes neste trabalho. Para 
um sistema físico a equação de estado pode ser escrita como:
íZCtD}* = g ({ Z (t) } , {f(t)}, t) (2.1.6)
onde {Z(t)} ê um vetor coluna, representando o estado do sistema 
no instante t, {.f (t) > ê um vetor entrada e {Z(t)}‘ ê a derivada de 
{Z (t)} no tempo.
Se o sistema ê linear a equação (2.1.6) pode ser escrita
como
{Z(t)}‘ =; [ A ( t ) H Z ( t ) }  :+ [B(t)]{f(t)} (2.1.7)
onde [A(t)] e [B(t)] são matrizes nxn e nxp, respectivamente, e 
(f(t)} ê um vetor coluna pxl.
Agora, para a finalidade deste trabalho, o conceito de 
estado deve ser adaptado. Em vez de referir-se ao estado do s i s ­
tema no instante t, falar-se-á sobre o estado do sistema em uma 
estação particular. 0  estado inicial passará a ser uma estação
de referência. Portanto, a dimensão tempo será substituída por
s..
9uma dimensão espacial s. Feita esta adaptação na equação (2.1.7), 
ter-se-ã:
{Z (s ) } * = [A(s)](Z(s)} + [B (s)]{£ (s)} (2.1.8)
onde {Z(s)}’ ê a derivada espacial de {Z(s)}.
Na maioria das estruturas de engenharia, as matrizes 
[A(s)] e [B (s) •] independem de s. Neste caso, a equação de estado 
(2 .1 .8 ), pode ser escrita como
{Z (s)} ’ = [A]{Z(s)} + [B]{ £ (s)} (2.1.9)
Se nenhuma entrada for aplicada ã equação acima, ela sim 
plificar-se-a para:
:{Z (s)}* = [A]{Z(s)} (2.1.10)
onde [A] ê a matriz de estado.
2.2. Matriz de Transferência para um Elemento de Viga
Considera-se o caso de um segmento de viga contínua de 
seção transversal constante entre duas estações i-1 e i (Figura 
2 . 2) .
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Figura  2 . 2  - Etemento' de Viga.
A equação do movimento deste segmento pode s.er ã & r ivacLa 
da equação básica de . f lexão de uma viga j 3 | . Isto ê , - par.a«. • mov_i 
mento vibratório,
C T 3'lw 
Jx~ = “p (2 .2 . 1 5
onde p ê a densidade de massa, A a área da seção transver.sa.1:, :e 
cada um dos pontos acima em w indica uma diferenciação parcial em 
relação ao tempo.
Supõe-se que \\r(x,t) = x e lü)t e a equação do movimento 
reduz-se para
ou
rl1* Y  2EI = pAo3 Xdx
d“X
dx 4 - XX = 0
(2 .2 .2 ) 
(2.2.3)
oiide X = pAwEI (2.2.4)
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Das relações de deslocamento e esforços internos tem-se 
dw . d t p  M  dM ,, dV . 2
3 j  = ,|’: a £ = - - E r ; H j  = v  e a ? '  - p A“ w
que podem ser reescritas na forma matricial:
w 9 0 1 0 0 w
* 7 - 0 0 -1/EI 0 <
M 0
2
0 0 1 M
V I1...... -i 0 0 0 V
(2.2.5)
onde o índice "linha" representa derivação em relação a x.
A equação (2.2.5), quando em notação simplificada, se 
apresenta da seguinte forma:
{ Z }’ = [A]{ Z } ( 2 . 2 . 6 )
A equação diferencial matricial (2.2.6) possui, à seme 
lhança das equações diferenciais comuns, a solução apresentada na 
equação (2.2.7) abaixo 110 | .
{ Z (x) } = e [A]x{Z(0)} (2.2.7)
Comparando-se as equações (2.1.2) e (2.2.7) chega-se â 
conclusão de que;
[TC i ] = e [A]x, ( 2 . 2 . 8 )
desde que se considere que os pontos i e i - 1  estão distanciados
12
de uma distância x entre si, de forma que {Z } =  (Z(0.).}
{Z}. = {Z(x)}.
De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton pode-se escre
ver que
j [ I ] + C 2 [A] + C 3 [A] + C 4 [A] :■ Í[Â] (2.2.9)
A s  cõivstant.e-s. , i = 1 , 2 , 3,4 podem s.e.r obtidas  da solviçã-o das 
equações abaixo
'■ i -X 2 . - 3f C X p  - e 1 = C 1 + C 2' j + C 3X Í. +■ C 4'^ . ■ (2.2.10)
onde ós ^ i’s sao os distintos autovalores de
Obtem-se então
A t X
e 1 = C 1 + C 2 X 1 + C 3X1 + c 4 x 1
-X, x 
e 1 = - + C 3X1 - CW
X ? x 
e = C 1 + C 9X? + C 3X2 + C 4 .x2
— X ^ x 
e = ■ G 2 X 2 + C 3X2
'2
_ r 34 2
V
De onde tem-se
X^ cosh(X2x) - X 2 cosh(X^x)
(X*-- *■)
(2 .2 .1 1 )
13
3 3X^ senh(X 2 x) - X 2 senh(X-^x)
=  r
X 1 X 2 C À 1 " X2^
cosh(X,x) - cosh(A 9 x)
r - _______ ±_____________ 13 ~
( * 1  - x 2)
X2 senh(A^x) - A^ senh(A 2 x) 
C = -H 2 2 XiA 2 (Ai - a 2)
onde A^ = \ I - ■ e A^ = i Aj
EI
Utilizando-se as seguintes relações
cosh(ia) = cosa 
senh(ia) = isena
o b t e m - s e :
C-^  = —  [cosh(A^x) + eos(A^x)]
C, = — ij- [cosh(Anx) - cos(A,x)] 
° 2X1 1 1
C, = — [senh(X,x) - sen(A,x)] 
2X1 1 1
( 2 . 2 . 12)
( 2 . 2 . 1 3 . a) 
( 2 . 2 . 1 3 . b)
(2.2.14)
14
Aplicando-se os resultados de (2.2.14) na equação (2.2.9), 
tem-se a matriz de transferência para um elemento de viga unifor 





- P A w 2 C.
■1
-pAw:













2.3. Preparação para Tratamento Numérico
Na obtenção das constantes (2.2.14) as raízes X-^x podem 
assumir valores elevados e, em consequência d i s t o , co s h ( X ^ x ) . e 
senh(x^x) tornam-se muito grandes, difíceis de serem tratados nu 
mericamente. Isto ocorre quando se pesquisam modos elevados, co 
mo ocorre em linhas de transmissão de energia elétrica.
Em função destas dificuldades, àplicam-se alguns artifjí 
cios para adequã-los a um melhor tratamento numérico, que passam 
a ser aqui descritos.
Multiplicando-se estas constantes por cosh(X^x) e divt 
dindo-se tem-se
. Cosh(X,x) cós(X,x)




e usando-se as seguintes relações
cosh a = e + e: ( 2  . 3. 1 . a)
senh "a =
a  - a  e - e
O .i-' • ( 2 .3• 1 .b)
cosh(X 1 x) 2cos(À x)
------- J..  [i +  
0 A,X' -â-x-i- e J. + e i"
o.u c 'o s h (X x )
[1 +
2 e"‘.A ix gos(X^x) 
1 + e .1
] ( 2 . 3 . 2 . a)
De manei ra análoga . t.em-.se
cosh(x 1 x)
2 a -,
l-e- 2 x l*
l+e~ 2 x lx
s-énfXXjX} 
+ 2e‘"Aix -
ü + e " 2 x ix
(2.3.2
c o s h U ^ x )
2
2A-,
 ^ cos (A -, x) 




cosh (A ^ x)
2a ■
l-e - 2 x lx „ - M  sen(X x)---------- _ 7 e i ------->— ( 2 .3. 2 .d)
l+e' 2 X lx l+e - 2 X lx
Adotando-se a seguinte notação:
, -X,x costXlx)






C 1 = --------±—  (1+a)
coshCXiX)
C 7 = ------- i ~ ( y +3)
2X1
cosh(A,x)
C. = -----r-i— (1-a)
2X1
cosh(A x)
C = -----5-^— (Y-6 )
4 2 X 1
As constantes acima agora podem ser tratadas numericamen 
te, a menos do termo em co s h ( X ^ x ) , sem dificuldades. Este, entr£ 
tanto, poderã ser eliminado nas computações numéricas, como se ve 
rã adiante.
2.4. Sistema de Vigas
Tratar-se-ã aqui de vigas sobre apoios r í g idos. Para a 
abordagem numérica geral desses sistemas introduzir-se-á alguns
17
conceitos. '
Campo - 0 campo de um sistema de vigas e delimitado por 
dois apoios rígidos, ou por um balanço d e l imita­
do por um apoio simples.
Segmento - 0 segmento ê delimitado dentro de um campo por 
descontinuidades, ou seja, cada descontinuidade 
representa o fim de um segmento e o início de ou
J •tro . . . ,/y
vj! . .
São consideradas descont inuidades, por exemplo, mudança
de área da seção transversal, massa concentrada, rotulas, apoios
simples (extremo dos c a m p o s ) .
A seguir apresenta-se alguns exemplos simples de sistema 
de vigas onde determina-se a matriz de transferência, levando-se 
em consideração campos e segmentos.
Exemplo 1. Massa Puntual
Seja a Figura 2.4.1 onde tem-se uma viga simplesmente 
apoiada com uma massa concentrada, os apoios indicam que tem-se 
um campo e a massa concentrada indica que se tem dois segmentos 
que são representados por A e B de comprimentos 2.^  e respect_i 




Figura 2.4.1 - Viga com Massa Concentrada



















onde {Z } 2  = [Tm]í Z > 2 (2.4.2)
Chamando-se de matriz de transferência [A] a matriz que
relaciona o vetor de estado { Z)^ na estação 1 com o vetor de esta 
Edo {Z}2 » a que representa o segmento A de comprimento e de [B] 
a matriz de transferência que representa o segmento B de compri. 
mento & 2 > pode-se escrever.
{■?}? = [A]{Z> (2.4.3)
{Z} [B]{Z}° (2.4.4)
com (2.4.2), (2.4.3) e (2.4.4) tem-se
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{Z ) 3 = [B] [Tm] [A]{Z } ;1 (2.4.5)
ou {Z > 3  = [T]{Z > 1  (2.4.6)
onde [T] ê a matriz de transferência que relaciona os vetores de 
estado dos apoios.
Exemplo 2. Rotula Perfeita i,
\ i 
I- V
Seja a Figura 2.4.2 onde tem-se uma viga simplesmente 
apoiada caracterizando um campo, e uma rotula que delimita os
dois segmentos A e B de comprimentos e respectivamente.
I j ]
À~ Ã ? ~b lA
1 1 I ‘2 13
Figura 2 . 4 . 2 -  Viga com Rotula Pérfeita
tem-se (Z = [A] {Z } 1 (2.4.7)
Eonde ÍZ > 2  = vetor de estado a esquerda da rotula
[A] = matriz de transferência do segmento A de comprimen- 
to 'i - 
(Z), = vetor de estado no apoio 1
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Levando-se em consideração que no apoio l w^=0 e a rotula 





a ll * a l 2 a 13 a 14 '
/ *\ 
w i
^ 2 a 2 1 a 2 2 a 23 a 2 4 ♦í
< > = y (2.4.8)
M 2 a 31 a 32 a33 a 34 Mi
V 2  » • a 41 a 42 a43 a 44 V t
w 2 = a12^ i + a 13M l + a 14V l (2 .4.9.a)
^ 2 = *22^1 + a2 3M 1 + a 24V l ( 2  . 4 . 9 .b)
0 = a32^ i + a 33M l + a 34V l (2.4.9.C)
V 2 = & ^ 2^1 + a 43M l + a 44V l (2 .4.9.d)
De (2.4.9.c)
34
(-a 32^1 + a 33M l^
Substituindo-se (2.4.10) em (2.4.9.a) e (2.4.9.b)
(2.4.10)
a3 2 ' a14
34
) + (a13
a 33 * a14
34
)MX * (2.4.11)
a 32*a 24 a 33*a 24
* 2  “ C a 2 2  - - < a 2 3  ' (2.4.12)
34 34







Escrevendo-se agora a matriz de transferência do segmen 
to B de comprimento
D{Z } 3  = [B]í Z > 2 (2.4.14)
ou w 3 \ l b12 b13 b 14 W 2
*3 b 21 b22 ' b 23 b 24. *2
> i < >
M 3 b 31 b 32 b 33 b 34 M 2
V 3 b 41 b42 b 43 b 44 V 2
(2.4.15)
Levando-se em consideração que na estação 3 tem-se um 




m 3  =
V, =
b llw 2 + b 12^2 + b 14V 2
b 21w 2 + b 22^2 + b 24V 2
b 31W 2 + b 32 ^ 2. + b 34V 2






V 2 = -
’14
(b ll W 2 + b 1 2 ^ 2 ^
Substituindo-se (2.4.17) em (2.4.16.b) e (2.4.16.c)
(2.4.17)





i l»-, ~ • b „- 
M 3  = (b31 - ■ -~)w 2 + (b3 2  - - ip2 (2.4.19)
14 14
ou na forma matricial
v B W 2 'K j v. (2.4.20)










onde [T] ê a matriz de transferência reduzida que relaciona o . ve 
tor de estado na estação 1, com o vetor de estado na seção 3.
Considerando-se agora o caso da Figura 2.4.3 onde tem-se 




Figura 2.4.3 - Sistema de Viga
: Tem-se então quatro campos que são delimitados pelos
apoios e balanços e suas matrizes de transferência serão represen
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tadas por [A], [B], [C] e [D].
Das relações de matrizes de transferência pode-se escre
ver
{Z}| [B]ÍZ}J
í z}| = [C3 ÍZ>5
(2.4.23) 
(2.4.2 4)
Considerando-se que nos apoios não se tem deslocamento
m o :
ou seja, w= 0 , pode-se escrever a equação ( 2
0 b ll b l 2 b 13 b 14
<
0
^ 2 b 2 1 b 2 2 b 23 b 24 * 1
► -- < *
M 2 b 31 b 32 b 33 b 34 M 1
vS 4 ,b 41 b 42 b 43 b 44. v? .
(2.4.25)
onde apenas os esforços cortantes são influenciados pela presença
do apoio que farã aparecer uma força adicional, porisso que se re
E Dpresenta na equaçao (2.4.2 5) acima e , apenas.




b l2 + b 13M l + b 14V l
= b 2 2  ^ 1  + + b ?A^2 3 1
D
'24v 1  
-D= b 3 2  ^  + b 3 3 M 1 + b 3 4 V 1  







v i -  - r ~  íhi 2 h  * b i 3 - v
14
(2.4.27)
Substituindo-se (2.4.27) em (2.4.26.b) e (2.4.26.C), tem-se
b l 2 ’ b 2 4 b i 3 ' b ? 4
^ 2 = C b 2 2  " — ---— ^  + (b^  " ■ - 3 M,23
14 14
b l 2
*1 T  ^u33
b 1 2’ b 34 Î 3‘b ^4M 9 = (b3 2  - -±±---— ) ^  + ( b „  - _±^_w£z)Mi
14 14
ou na forma matricial,
^2
Mo B M-. (2.4.28)
onde




3 2 ---- T-----}
14
rk b 13'b 24, (b2 3 -----------)
14
ru b 1 3’b 34,
33 " — b-----)14
Substituindo-se (2.4.27) em (2.4.26.d), tem-se
Vz = Cb 12 44-, (U 13 44)u4 2 ---- ------^  + ^ 4 3 -----T----- ~M 1
14 14
(2.4.29)
Formulas análogas podem ser escritas para
M.
V D . E 
\> 2 e 3
V
Atenção especial merecem os dois campos em balanço A e D .  
Considerando-se o campo em balanço A, tem-se que na estação zero 
Mq=Vq = 0  e representando-se a relação matricial entre a esta.ção ze 
ro e a estação 1 por:
{1}\ = [A]{Z}Q (2.4.30)
e que no apoio 1 w ^ = 0 , pode-se escrever que:
/ \




a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 24
i
M 1 a31 a32 a 33 a34 0
V? a 41 a 42 a43 a 44 0
>»
ou ainda
0 = an v 0 + a 1 2  * 0 (2.4.31.a)
* 1
= a 2 1 w Q + a 2 2 ^ 0 ( 2 .4.31.b)
M 1 = a 31W 0 + a 32^0 (2.4.31.c)
V? = *41*0 + a 42^0 (2.4.31.d)
w o _ & 1 2  
all
'Po (2.4.32)
Substituindo-se C2.4.32) em (2.4.31.b) e (2.4.31.c), tem-se
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a 12 ' a ^ 1
ta 32 - a 11
e em (2.4.31.d)
VE - fa a 12*a4l
V 1 - <~a42 3
a ll
(2.4.34)
Considerando-se o efeito do esforço do apoio conforme Fi 
gura 2.4.4
TF
Figura 2.4.4 - Esforços no Apoio Rígido 
escrevesse vj = VE + P ][ (2.4.35)
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Tendo-se então ^ , pode-se construir o vetor na estação
zero e determinar-se os yetores intermediários entre as estações
E °zero e l e  tambem ^  e .
Deve-se notar que esta representação com um campo em ba
lanço ê bastante genérica e engloba o caso em que tendo-se um cam
po de comprimento nulo, ou seja, a viga não tem balanço, o equa
cionamento permanece válido, sem perda de sua generalidade e favo 
recendo a programação para computador digital.
Se o campo tem comprimento nulo, [-A] = [I] e a ^  = l-, a ^ 2  = ^ » 
levando-se a concluir que M^ = 0 , W q = w ^ = 0  e ^ = ^  = 1 .
Formulação análoga deve ser feita para o campo em balan
ço D.
2.5. Programação do Método
G programa é geral, considerando n c campos, cada campo 
com n g segmentos, n g podendo ser diferente de campo para campo.
Os extremos do sistema são dois campos em balanço, poden




*1 5i Ci+. Cnc
zr 7sr s
Figura 2.5.1 - Viga com nc Campos
A idéia básica do programa pode ser desenvolvida a par 
tir do esquema da Figura 2.5.2.
I }I‘O ,,r
Figura 2.5.2 - Viga Basica
Na programação geral, entretanto, a matriz representando
o campo B equivalerá ao produto das matrizes C ,, C ~ . .. C 0 ,c n c - 1 5 n c - 2  2 *
da Figura 2.5.2. Tomando-se, pois, como referência a Figura 2 . 5 . 2 , 
o algoritmo pode ser desenvolvido como segue:
Baseando-se na formulação feita anteriormente para os cam 
pos A e B, formulá-se o desenvolvimento para o campo em balanço C.
Na estação 3 em balanço tem-se M ^ V ^ O  e na estação 2 que
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é ura apoio rígido tem-se v^-O, entao pode-se escrever que
(2.5.1)
ou w 3 ’ C 1 1 C 1 2 C13 C 14
f
0
*3 > = C 2 1 C 2 2 C 2 3 C24 <
0 C 31 C 32 C 33 C 34 M





W 3 ~ C 1 2 ^ 2 + C 13M 2 + C 14 2 (2.5. 2 .a)
"Çr II c 2 2 ^ 2 + c 2 3M 2 + C24 2 (2 . 5. 2;.b)
11o c 32^2 + C33M 2 + '  wDc34 2 (2.5.2.c)
o II c4 2 ^ 2 + C43M 2 +
,,D
C44 2 (2 . 5.2 .d)
De (2.5.2.d) vem que
•(c4 2 ^2 + c 43M 2^
'44
(2.5.3)









n ^  C4 2’C 34,,,, , C43*C34,„0  = (c3 2  - — -----)1>2 + Cc3 3 ------- — )M 2
'44 '44
ou na forma matricial,
ï
5  f = M, !•i i









(C - l 4 Y
c4 4
r C4 2‘C 34,
5 2 ----- -----1
c44
c * c *
Cc - ■) !2 3 } '
C4 4"
Cc. C 4 3"C 54o o )
'4 4 j
Substituindo-se agora em (2.5.4) as expressões I 
e (2.4.33) tem-se
r y
- 1 f 1. 3 
M
» c B
A1'1 -T 0v. • , - !
ou
’ ^* M- > = < FCT'■’í j
onde {FGT} ê uma função que define o sistema de viga a ser 
mado.





Fazendo-se os produtos de expressão (2.5.5) tem-se que
{FCT}. = „ CcllÏÏll + c 1 2 ÏÏ2 1 ')al + ('C 1 1 ÏÏ1 2  + C l 2 ÏÏ2 2 ' ) a 2 
Cc2 1 ÏÏll + c 2 2 ^ 2 1 )al + Cc2 1 ÏÏ1 2  + c 2 2 ^ 2 2 ) a 2
(2.5.7)
onde a l — a ll a 2 2 ' a 2 Ia
a 2 ■= a lla 32 a 31a
E u = b 14b 22 - b 1 2 b
b 1 2
= b 23b 14 - b 13b
b 2 1 = b 32b 14 -  b12b
b 2 2 = b 33b 14 “ b 13b
C 1 1
= C 22C44 " C42C
C 1 2
= C 23C 44 " C43C
C 2 l - C 32C 44 C34°
c 2 2 = C 33C44 ' C34C





CcllÏÏll + c 1 2 ÏÏ2 1 )al + . (-C 1 1 ^ 1 2  + c 1 2 'b 2 2 ') a 2
p
O (c 2 1 H 1 Í'+ c 2 2 F 2 1 -*a l + (-C 2 1 ^ 1 2  + C 2 2 ^ 2 2 - * a 2
4
Conclui-se portanto que
[(c^'^^'^i c 2 2 ^ 2 1 ^a l  ^^  ^ i ^**1 ^ 9 9 ^ 9 9 ^ * 9 3  0  (2.5.8)21 12 T 22 22 2 H0
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que ê a equaçao transcedental que fornece as frequências do siste 
ma. Esta equação é resolvida pelo Método de Muller |1 1 |.
A seguir apresenta-se o diagrama de fluxo ( F i g u r a  2.5.3) 
para a solução do problema da Figura 2.5.1.
Figura 2.5.3 - Diagrama de Fluxo
2.6. Exemplos Numéricos
Com o objetivo de testar o método e o programa, alguns 
exemplos foram ensaiados.
Exemplo n9 1.
Eixo cilíndrico simplesmente apoiado com 3m de comprimen­
to, cujo esquema é apresentado na Figura 2.6.1.
3m
Á “ &!| '2
Figura 2.6.1 - Eixo Cilíndrico Bi-apoiado
• Dados estruturais
Diâmetro = 0,19 in
Modulo de Young = 2 x 10.^ N / m 2
Densidade do Material = 7833,53 kg/m 3
Dividiu-se o campo entre os mancais em quatro segmentos 
fictícios de comprimentos a partir da estação 1 de 0,5 m, 0,7 m, 
1 , 0  m e 0 , 8  m respectivamente.
O programa sempre testa a existência de massa concentrada 
ao final de cada segmento. Não a havendo, esta é tomada como sendo
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zero. Assim, ao final de cada segmento fictício, considerou-se 
uma massa concentrada nula.
0  presente exemplo tem três campos, sendo que os dois ex 
tremos são balanços de comprimento zero.
0  que se deseja com este exemplo ê cotejar os resultados 
numéricos do método com aqueles conhecidos de uma viga uniforme 
simplesmente apoiada; cujas frequências naturais são dadas por
onde í ê o comprimento do vão, EI a rigidez ã fiexao, p a densida
Os resultados do programa, bem como os cálculos pela for 
mula acima, são comparados na Tabela (2.1) abaixo.
Tabela 2.1.- Frequências Naturais do Eixo - vão 3m
( 2 . 6 . 1 )
de de massa e A a ãrea da seção reta.
Freq.Naturais[Hz] F é r m u l a (2. 6 .1) Programa
1 41,89 41,89
2 167,56 167,57
3 377 ,0 377 ,0
Vê-se que o programa fornece resultados praticamente 
iguais aquele da fórmula (2 .6 .1 ).
Exemplo n? 2.
Neste exemplo considerou-se os mesmos dados estruturais 
do exemplo anterior e um eixo cilíndrico com um vão de 2 0 m de com 
primento. Foram feitas as mesmas considerações anteriores e ro 
dou-se o mesmo exemplo para dois casos:
Caso 1. Considerou-se um único segmento no campo entre os
mancais.
Caso 2. Considerou-se uma divisão em quatro segmentos 
fictícios de comprimentos 4m, 10m, 3m e 3m a partir do mancai da 
esquerda.
Os resultados do programa para os casos 1 e 2 , bem como 
os cálculos pela formula (2.6.1), são comparados na Tabela (2.2) 
abaixo.
Tabela 2.2.- Frequências Naturais do Eixo - vão 20m
Freq.Naturais[Hz] F õ r m ú l a (2 .6 .1 ) P r o g . Caso 1 Prog. Caso 2
1 0,94 0,94 0,94
2 z. 3,77 3,77 3,77
3 8,48 8,48 8,48
4 15,08 * 15,08
5 23,56 V 23,56
* Não foram executados
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Ve-se que o programa fornece os mesmos resultados. 
Exemplo n? 3.
0  método foi aplicado ao caso pratico do cômputo da rotação 
crítica de um rotor de ventilador de exaustão de fabricação nacio 
nal, cujos dados foram fornecidos pelos fabricantes.
0  esquema do rotor e os demais dados estão colocados
a b a i x o :
F i g u r a -2.6.2 - Rotor de Ventilador
T\
Dados Estruturais:
Modulo de Young = 2 x 1 0 ^  N / m 2 (aço)
Densidade do Material = 7833,53 kg/m 3 (aço)
V,.
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Campo A - diâmetro D = ’0,139755 m 
comprimento = 0 , 1 7 5  m
Campo B - Segmento 1 diâmetro = 0,139755 m
comprimento = 0,24 m
Segmento 2 diâmetro = 0,1905 m 
comprimento = 1 , 6 2 2  m. 
massa concentrada = 2000 Kg
Segmento 3 diâmetro = 0,1905 m 
comprimento = 0,14 m
Segmento 4 diâmetro = 0,139755 m 
comprimento = 0,24 m
Campo C - diâmetro = 0,139755 m
comprimento = 0,3 81 m
massa concentrada = 212 Kg
São consideradas massas concentradas no final dos segmen 
tos, 2 do Campo B e no segmento do Campo C; as demais massas nos 
finais dos segmentos restantes são consideradas nulas.
Os resultados são apresentados na Tabela 2.3 abaixo. 
Tabela 2.3 Rotações Críticas do Rotor do Ventilador
Rotação N9 1 2
Crítica RPM 3587,9 6809
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Os conceitos de campo e segmento permitiram, pois, a ela 
boração de uma técnica computacional geral das frequências natu 
rais de sistemas unidimensionais. Por ser geral, a técnica, quan 
do implementada em computador digital, produz um programa de uso 
extremamente simples.
Outros exemplos de vigas sobre múltiplos apoios foram 
rodados, mostrando-se o programa altamente eficiente em tempo de 
computação, requerendo um mínimo de memória e fornecendo resulta 
dos extremamente precisos.
Efeitos, tais como inércia rotatória, c i salhamento e gi 
roscopicos podem ser facilmente introduzidos por rotinas jã imple 
mentadas.
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C a p í t u l o  3 
«
V i b r a ç õ e s  d e  Fl e x ã o  d e  Ca s c a s  C i l í n d r i c a s  c o m  R e f o r ç o s  
Lo n g i t u d i n a i s
3.1. Generalidades
Baseando-se nos conceitos de vetor de estado e matriz de 
transferência, desenvolve-se aqui o estudo da vibração de uma cas 
ca cilíndrica com reforços longitudinais, onde tem-se quatro dejs 
locamentos independentes, que são o longitudinal u, o radial v, o 
transversal w e o angular \p. As forças internas são o esforço 
cisalhante no plano N > a tração no plano N , o esforço cortanteA J
V s e o momento fletor M . Dessa forma, pode-se montar o vetqr de 
estado para um determinado, ponto i:
fZi} = (Z}l = [U i , V i , WjL>- ^  M s i , V s i , -Ns i , N s x 1 ]T (3.1.1)
0  sinal e a ordem dos componentes foram escolhidos de 
forma que, como se poderá constatar posteriormente, as matrizes 
de transferência resultem simétricas em relação ã diagonal se c u n ­
dária. A convenção de orientação destas componentes pode ser ob 
servada na Figura 3.1.
Figura 3.1 - Convenção de Orientação
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3.2. Matriz de Transferência
«
3.2.1. Matriz de Estado
A  matriz de estado [A] é o elemento básico para o cãlcu
lo da matriz de transferência campo. Aparece na equação de esta
do (2 .1 .1 0 ), onde ê real para sistemas não amortecidos e complexa 
para sistemas c.om amortecimento.
0  tipo de estrutura considerado neste trabalho consiste 
de uma casca cilíndrica fina suposta simplesmente apoiada nos ex 
tremos. Esta hipótese se justifica em estruturas aeronáuticas por 
que as vibrações entre segmentos de fuselagem adjacentes a um mon 
tante, não são correlacionadas |7 |. Os montantes funcionam, pois, 
como apoios simples. ■ ?
Assume-se que o material e ás dimensões da estrutura se 
jam tais que as suposições usuais para cascas finas sejam v a l i d a s , 
isto ê, que a espessura (h) seja muito menor que o raio de c u r v a ­
tura (a), que os deslocamentos e deformações sejam lineares, o ma 
terial seja elástico, as normais â superfície media indeformada 
permaneçam retas e normais "à superfície deformada, e as tensões nor 
mais e deformações atuando em planos paralelos ã superfície sejam 
negligenciadas. r
No que segue, mostrar-se-ã a derivação da matriz de esta 
do [A]:. Os passos dados seguem de perto aqueles de Henderson e
McDaniel |1 |. .
i •:I . .
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Utilizando-se as equações de Donnell para casca [10 ] e 
considerando-se a convenção de sinal estabelecida na Figura 3.1, 
pode-se escrever:
3 u (l-v)3 u ' (l+v)3 v v 3w ph3 u n---  + -----  --- + -----  ----  - ----- - ------ ss U
9x 2 2 3s 2 2 3x3s a 3 x k 3 t 2
C1 + v) 3 u + (1 - v) 3 v + 3 v 1 3w ph3 y ^ ( 3  2 1 ) 
2 3.x3s 2 3x 2 3 s 2 a 3s k 3 t 2
v 3 u  l 3 v  l w  h 2 , 3 4 w  • 2 3 Itw  3 4 w .  p h 3 2 w  „ ---  + ------- —  - — (--- + -------- + -----) - ------  = 0 ,
a3x a 3s a 2 12 3x 4 3x 2 3s 2 3s1* k 3 t 2
■ j i E h onde k = -----
(1 - v) 2
Assumindo-se soluções na seguinte forma





v(x,s,t) = í v (s) sen(qx) e lwt (3.2.2)
n=l
w(x,s,t) = í wn (s) sen(qx) e 
n=l
íwt




u"(s) = — -—  (q2 - P h ^ 0  u (s) - qv* (s) + — w Cs) 
n (1 -v) k n 1 - v  n (1 -v) a n
v" Cs) = [íln^-a 2 - v Cs) + qu'Cs) + -  w'Cs) C3.2.3)
n 2 ‘ k 11 2 n a
,mV -, 1 2 vq , -, 12, 1 phtü2 h 2 q \  , . w Cs) -------- ^ u ( s ) ---- C---- - ----  + —  )w Cs) +
n h 2a n h 2 a 2 k 1 2  n
+ —  v'Cs) + 2 q 2 w”(s) 
h 2 a n n
onde 1 significa derivada espacial em relação a s.
Tem-se ainda as seguintes relações
6  = Sü
9s
n c32w ' 9 2 Ws M = - DC---  + v--- )
9s 2 9x 2
V  = _ D[—  + C 2 - v) .3.3-w— ] (3.2.4)
S 9s 3 9x 2 9s
xi , /3v ■ ,,9u 1 -, N = kC—  + V'—  - —  \v)
9s 9x a
n : ;  = ^




Aplicando-se as expressões (3.2.2) nas relações (3.2.4) 
e considerando-se que as expressões a seguir sejam da forma
3 (x,s,t) = 1 $ (s) sen(qx) 
n=l
íwte
M  (x,s,t) = l M  (s) sen(qx) e 
n=l sn
160t
V s (x,s,t) = l v s n (s) sen(qx) e iwt (3.2.5)
n=l
oo .
N (x,s,t) = l N s n (s ) sen(qx) e lwt 
n=l
OO .
N s x Cx,s,t  ^ = ^ N s x n (s-) c o s ^ x;) elWt . n=l
Tem-se
B„(s)
M s n (s) = D v q 2 wn (s) - Dw£(s)
V sn's > = D ( 2 -v)qzw^ (s) - Dw"' (s)
N sn<s’ = -kvqun (s) a n + kVj;(s)
' /
'sxnÇ5 5 - (1_V) k^ n  2  n
(s) + k - ^  
2
—  u ^ 5)
(3.2.6)
Derivando-se as equações (3.2.6) em relação a s e  u t i l i ­







u ' (s) = - qv„ (s) + — ----- N (s)n H n  k ( 1 _ v) sxn
VA(S) = vtlV s:) + è V s) + ¥  N s n Cs)
wk Cs') = V 5’
:^(s) = vq 2 w n (s) - i  M s n (s) (3.2.7)
M' Cs) = r-, 8 (s) + V (s) sn 1 n sn
V'^Cs) = r 9 w Cs) + vq2M Cs) - —  N Cs) sn' 2 n H sn a sn
N ^ C s )  = - p W  vn (s) + q N s x n Cs)
Nsx n (s) = r3 un ts> - ^ ' s n ®
t = 2(v-l)Dq*
j = Cl-v 2 )Dq1< - pho)2 
j = (1 - v2) kq 2 - phto2
Pode-se escrever as equações (3.2.7) na fôrma matricial 
igual a expressão ( 2 .1 .1 0 )




0 -q 0 0 0 0 0 2 /k(l-v)
vq 0 í/a 0 0 0 -l/k 0
0 0 0 1 G 0 0 0
0 0 vq 2 0 -1/D 0 0 0
0 0 0 r l 0 1 0 0
0 0 r 2 0
vq 2 0 l/a 0
0 phoj2 0 0 0 0 0 -q
r3 0 0 0 0 0 vq 0
que ê a matriz de estado.
3.2.2. Matriz de Transferência Ponto
Para encontrar-se a matriz de transferência ponto que 
transfere o vetor de estado através do reforço, deve-se analisar 
seu comportamento. 0  reforço não interfere na continuidade das 
deflexões e rotações da casca em qualquer dos lados da linha de 
uniao entre eles.









Contudo, o reforço, devido as suas propriedades elãst^
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cas e inerciais, produz uma mudança brusca nos esforços normais e 
cisalhantes e no momento fletor da casca na linha de união. Para 
determinar-se a forma da mudança nas componentes do vetor de esta 
do, deve-se fazer uso das teorias existentes (Timoshenko (1908) ; 
Goodier (1941) e outros) que distribuem o momento e torção em uma 
seção transversal.
As equações básicas das deflexões para o reforço são
(Ver Figura 3.2)
EI wí + EI c v1' = p(x) n 0  nç o r
EIç V q + EI^ç W q = q(x) (3.2.10)
ECW B* - GCS" = r (x)
onde Ir , I e I v  são os momentos de inércia e o produto de
inércia do centrõide; G é o modulo elástico de c i salhamento; C é’ ’ w
a constante de empenamento da seção transversal do reforço com 
respeito ao centro de rotação; C é a constante de Saint-Venant pa 
ra torção uniforme; o subscrito 0  refere-se ás deflexões de w e v 
do centro de rotação; p e q são cargas distribuídas no -centro de 
rotação ao longo do reforço nas direções z e s, respectivamente;
r é o torque distribuído sobre o eixo de rotação; e o "índice" 1 
indica diferenciação em relação a x. A derivação das equações
*
(3.2.10) podem 5er encontradas em FlUgge 112 | .
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onde p , 
forço e
Xo °
Figura 3.2 - Seçao Transversal do Reforço 
As equações de equilíbrio no reforço são:
pCx) = V s “ V s " pA™c
qCx) = - NEs - pAvc (3.2.11)
rCx) = ME - M D + (NE -ND )A + (VD -VE )A - s s s s z s s  s
- pACsw c + pACzv c - pJ c 6
A, A , A r\ C , C e J são características físicas do re ’ z ’ . s ’ z ’ s c —
o sinal * significa diferencial no tempo.
As relações de deslocamento são:
Das equações (3.2.10), (3.2.11) e (3.2.12) tem-se
M s - M s - E t I .EA s - rçA z K  + ECIn A s - W z H  - ECw / + G C S " *I\
+ p A ( C z - A z ) v A  - p A ( C g - A s ) w A  - P J A $
V s - V s = EI nEvA + EI wÃ + E C I n A r W 1'* cASA + pA(Cs - A s ) 6 (3 
Ns ‘Ns = E I CvÃ + E I nEwÁ + E C I 5A z - In5A s^ ”’+ pAva - pA(Cz - A z )S
onde
C = C + IrA 2 + I A 2 - 21 rA A w. w ç z n s  n Ç z s
JA = J c + A t C z - V *  + A C C s - V 2
Das equações (3.2.2) e (3.2.5) em (3.2.13) tem-se
.2.13)
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onde Pl = Eq'(InÇAs - 1 ^ )  - pAu’(Cz - Aj)
p2 = Eq*(InAs -'■I.çA,) ♦ PAU>(CS - A s)
p 3  ■ - ECW q* - G C q 2 + pJA u !
A
; 1’4 “ E * ' \ t
p 5 = Eq1* 1^ - pAüj2
= - Eq‘* + pAus2
Colocando-se agora as equações (3.2.9) e (3 .2 .I4 ) na for 
ma matricial tem-se
{Zn (s)}D = [P] ÍZn (s)}E (3.2.15)
onde
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 Pl P2 P3 1 0 0 0
0 P4 P5 -P2 0 1 0 0
0 Pó -P4 Pl 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
que é a matriz de transferência ponto de H e n d e r s o n e  McDaniel |l|.
Deve-se notar que a matriz de transferência ponto para o 
reforço não considera qualquer mudança no esforço cisalhante N d A
/
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através do reforço. Isto resulta da suposição de que o efeito da 
variação de u ao longo do reforço seja desprezível.
3.2.3. Matriz de Transferência Campo
Pode-se também dizer que uma matriz de transferência 
[T(s2 ,s )] seja um operador linear que transforma o vetor de esta 
do { ZCs-^)} no vetor í ZCs2^^ - Em notação matemática:
(Z(s2)} = [T(s 2 ,s1)] (Z(s1)} (3.2.16)
Para o caso em particular onde s^ = 0 e s 2 = s, tem-se .
{ Z (s)} *= [T(s,0) ] { Z (0) > , (3.2.17)
que ê também um caso particular da equação (2 .1 .2 ) onde i=l e o 
ponto 1 esta a uma distância s de zero, de onde se conclui que 
[T(s,0) é uma matriz de transferência campo.
Assumindo-se uma solução para (2.1.10) na forma
í Z ( s ) } = e [Als (3.2.18)
pode-se ver facilmente que
[T (s ,0)] = e [A]s (3.2.19)
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Henderson e McDaniel |l[ propõem um método baseado em 
uma consequência do teorema de Cayley-Hamilton e nos constituin 
tes idempotentes de [A], cuja teoria ê bem apresentada por Frame
113 I -
De acordo com este método, a matriz de transferência cara 
po de um segmento de comprimento SL ê dadá por
n
[T(£,0)] = l e j [P.] (3.2.20)
. ' • 1 '
onde [Pj] são os constituintes idempotentes de [A], Xj's os dis
tintos autovalores de [A] e n a ordem da matriz quadrada [A] ; e
onde os [P]. são calculados de acordo com a formula3
n [A] - A [I]
[ P J  = i---- (3.2.21)
J i
Neste trabalho usa-se o método dos autovetores e autova 
lores de [A] para o cálculo da matriz de transferência campo.
A  matriz de transferencia campo pode ser expressa por |2
[ T U , 0 ) ]  = [U] [~eXj*] [V]T (3.2.22)
onde [U] e [V] saò as matrizes dos autovetores a direita e ã ejs 
querda de [A], Respectivamente, e os são os distintos autovalo 
res de [A].
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A expressão (3.2.22) é válida na condição em que os auto 
valores sejam normalizados de acordo com a expressão
o
• » V  - «jm (3.2.33)
onde ê igual a um (6 ^m = 1 ) quando j=m e zero (6 jm = 0 ) quando j
diferente de m (j*m). Assume-se também que se.j^m.
Como uma consequência de (3.2.33) pode-se escrever
. [V]T . [U] = [I] (3.2.24)
que significa *
[V]T = [U] " 1 (3.2.25)
Os autovetores e autovalores da matriz de estado podem, 
naturalmente, ser calculados pelo uso de subrotinas padrão.
Neste trabalho utiliza-se uma subrotina desenvolvida por 
Espíndola |2 | a partir do método de Leverrier com modificação de 
Faddeev. Este é um método direto que fornece a equação caracte 
rística de [A] e pode ser aplicado também ao cálculo dos autoveto 
res à direita e ã esquerda e autovalores.
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C a p í t u l o  4 
E s t r u t u r a s  d e  Ca s c a s  A b e r t a s
4.1. Generalidades
Reviu-se, no capítulo anterior, o desenvolvimento de ma 
trizes de transferência para casca cilíndrica fina, bem como para 
reforços longitudinais; neste considerar-se-a a vibração de es 
truturas constituídas de tais cascas com reforços longitudinais. 
■As cascas consideradas aqui serão abertas com reforços igualmente 
espaçados (períodos).
Inicialmente desenvolver-se-ã o caso geral em que não ha 
vera preocupação com as condições de contorno nem com o número de 
períodos.
Posteriormente adotar-se-ã a técnica de redução em virtu 
de das dificuldades computacionais inerentes,ao método e que são 
contornadas pela eliminação de graus de liberdade terminais.
4.2. Vetor de Estado com Carregamento Externo
Seja a Figura 4.1 a representação do campo carregado ex 












Figura 4. 1 - Vao com Carregamento Externo
Seja {Z}p , o vetor de estado imediatamente
carregamento externo {F }, o qual se relaciona com
do {Z}^ ^ a direita do (j - 1 )-és imo reforço através
transferência campo como se segue
{Z)F = [T(y,0)]{Z } ° _ 1
C4 . 2 .1 )
onde y ë a distância do reforço ao carregamento.
DComo foi dito anteriormente, o vetor de estado >
imediatamente a direita do carregamento {F}, relaciona-se com
E{Z}p da seguinte maneira
{Z}p = {Z}^ - {F} (4.2.2)
Então pode-se esèrever
{Z}£ = [ T t y ^ H Z } * ? ^  - {F} (4.2.3)
Também pode-se dizer que o vetor {Z >  ^ , a esquerda do
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j- é s imo reforço, relaciona-se com ÍZ}p através da matriz de trans
ferência campo como segue:
{ 2 }B. » [T(£,Â-Y)]{Z}p (4 .2 .4 )




<-Z>? = [T(Ä,ÄrY)] [T(7,0)]{Z } ? _ 1 - [T ( fl,, ÍL-y) ] { F } ,
ÍZ}? = [TCA.OD ] (Z}°-;L - [TCä ,ä -y )]{F}, ■ (4.2,5)
{Z}*r = [T]{Z } ° _ 1 - [TCL]{F}, (4.2.6)
onde
[T] = matriz de transferência campo de comprimento ÍL 
[TCL] = matriz de transferência campo de comprimento (£-y)
A expressão (4.2.6) ê fundamental para o desenvolvimento 
que segue.
4.3. Vetor de Estado Reduzido
Considerando-se que o vetor de estado e o carregamento 
externo sejam da forma
(Zlj = [u, v, w, 3, M, V, -Ns , N sx]T 
{F} = [0, 0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  F, 0 ,  0 ]T
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e, para simplificar a derivação, considera-se j=l e a equação 
(4.2.6) pode ser escritaVassim:
U 1 “ T 11U 0 + T 12V 0 + T 13W 0 + T 1460 + T 15M 0 + T 16V 0 “ T l 7 N sO +
+ T 18N s x O - T C L 16F (4.3.1.a)
V 1 “ T 21U 0 + T 22v0 + T 23W 0 + T 2460 + T 25M 0 + T 26V0 ~'T 27N sO +
+ T 28N s x O - T C L 26F ' (4 . 3 .1.b)
W 1 " T 31U0 + T 32v0 + T 33W 0 + T 343 0 + 1 35M 0 + T 36V 0 " T 37N sO +
+ T 38N sxO " T C L 36F (4.3.1.C)
P1 " T 41U 0 + T 42V0 + T 43W 0 + T 4430 + T 45M 0 + T 46V 0 " T 47N sO +
+ T 48N s x O " TCL46F (4.3.1.d)
M 1 = T 51U 0 + T 52V0 + T 53W 0 + T 54B 0 + T 55M 0 + T 56V 0 " T 57N sO +
+ T 58N s x O - T C L 56F ( 4. 3.1. e )
V 1 = T 61u 0 + T 62v0 + T 63W 0 + T 6430 + T 65M 0 + T 66V 0 " T 67N sO +
+ T 6 8 N s x O “ T C L 6 6 F  ( 4 . 3 . 1 . f )
_Nsl = T 71.u 0 + T 72v 0 + T 73W 0 + T 74B 0 + T 75M 0 + T 76V 0 “ T 77N sO +
+ T 78N s x O - T C L 76F (4.3.1 • g)
N sxl = T 81U 0 + T 82V0 + T 83W 0 + T 846 0 + T 85M 0+ T 86V 0 “ T 87N s O +
+ T 88N s x O - T C L 86F (4.3.1.h)
Considere-se agora que nos reforços existe uma rigidez in 
finita na direção z, ou seja Wj=0. Esta consideração ê bastante 
boa e pode ser verificada através da comparação feita por Espíndo
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la |2 (, entre a estrutura original e a com rigidez infinita.
Com Wj=0 em (4.3.1.c) tem-se
0 " T 31U 0 + T 32v 0 + T 34B 0 + T 35M 0 + T 36V0 “ T 37N sO + T 38N sxO “ T C L 36F 
então
V0 = “ ”C“T 31'U 0 " T 32V 0 " T 343 0 " T 35M 0 + T 37N sO " T 38N sx(P +
36
T C L - ,
+ ----—  ■ F (4.3.2)
T 36
Substituindo-se (4.3.2.)
- em (4.3. 1 .a)
rp rp rn np rri m
rT 16*31. • rT 16 3 2-v rT 16 34 n q
U 1 "  ^ 11 “ T 0 +  ^ 12 )V0 +  ^ 14 " T )S0 +
36 36 36
T 1 fT . c Ti"fiT. 7{*T' *\ ><f (T 1 Ò 3 / -v -v»
+ 15 I--- )M0 - (T17 ------ )NsO +
36 36
L  T 1AT C L _
+ C T 1 8  - - T ^ X x O  * t ----^  - T C L 16)F
36 36
- em (4.3. 1 .b)
rp fn rp rp rp rp
^  26 32,, „ 1 2 6 13 4-^ 0
V 1 " 21 “ )u0 + 22 " ~Z :)v0 + CT24 " ~Z 360 +
36 36 36
T T T T• ^  A2 6 l35w  ^  12 6 a37^xt
+ fT2S “ ~ Z-- “ )M0 '  CT27 '  — ----)NsO +
r, 36 A36
T 26T 3 8 ^ t ,T 26T C L 36
T 36 T 36
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Repetindo o processo para as demais expressões de 
(4.3.1.d , e ,g , h ) , escreve-se a expressão (4.2.6) como:
m l  = [T]{Z}q - {lei}? (4.3.3)
onde (— ) significa vetor ou matriz reduzida, tal como:
(Z) = [u, v, B, M, -Ns , N s x JT
[T] = matriz de transferência campo reduzida (6 x 6 ) 
{TCL} = vetor reduzido (6x1)
Generalizando (4.3.3)
{Z}B. = [T]{Z } ° _ 1 - {TCL}F (4.3.4)
Para se encontrar (4.3.4) utilizou-se a técnica de eliini 
nação de graus de liberdade terminais. Esta técnica pode ser aú 
tomatizada via computador digital. Isto serã mostrado no Apêndi. 
ce I .
Pode-se também apresentar a equação (2.1.3) na forma re 
duzida como
onde [P] = matriz de
Substituindo-se (4.3.4) em (4.3.5) tem-se
V
{Z}*? = [P] { Z} j (4.3.5)
transferência ponto reduzida (6 x 6 ).
ÍZ}1? = [P] [T] (Z)1? . - [P](TCl}F3 3~3
ou
{Z}1? = [TP]{Z}? - {TC}F (4.3.6)
J J  "*
onde [TP] = matriz de transferência período reduzida 
[TP] = [P] [T]
{TC } - [P] {TCL }
Generalizando a expressão (4.3.6) para o .(j +m) - é s imo pe
ríodo
(Z)D =' [TP] Cm + 1) (Z}D , - [TP]m {TC} F (4.3.7) j+m 3 - 1  J
e para os n períodos anteriores ao j-êsimo
{1}° ^ = [TP]n {Z}°_(n+1) (4.3.8)
Logo para a estrutura da Figura 4.1 com (n+m+1) períodos tem-se
{Z} j+m = ('n + m + 1 '){^ } j-(n+l) ” ÍTPlm (4.3.9)
Como, antes de começar o primeiro período, tem-se um refor
ço, então
e pode-se escrever a equação (4.3.9) como:
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ÍZ)°+m = [TP]{n+m+1) [P]{Z}?_(n+1) - [TP]m {TC}F (4.3.11)
Aplicando-se as condições de contorno nos extremos j+m e 
j-(n+l) obtem-se um sistema de três equações com três incógnitas. 
A partir desta solução, pode-se determinar o vetor de estado em 
cada ponto do sistema. Isto ê ilustrado na seção abaixo.
4.4. Sistema Aberto: Carregamento no Primeiro Vão
Considerando-se que o carregamento externo atue no pr_i 
meiro período, então tem-se que j=l e n=0 e a equação (4.3.11) tor 
na-se
{Z)D -, = [TP]Cm+1) [P ] í Z [TP]m {TC }F (4.4.1)m+i . u
Considerando-se ainda que os reforços externos atuem co 
mo apoios simples, tem-se as seguintes condições de contorno
{Z}q = [ug,  vjj, íij;, 0 ,  0 ,  0 ] T
e
{z}D = [vP v 11 ,, eD ' , o, o, o]Tm + 1  m + 1 ’ m + 1  m + 1 ’ ’ ’ J 
Pode-se escrever a equação (4.4.1) da seguinte forma
/' { Z>°+i = [Q]ÍZ}g - {D}F (4.4.2)
onde [Q] = ,[TF]’Cm+ 1 ) [P] 
{D} = [TP]m {TC}
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Aplicando-se as condições de contorno em (4.4.2) e desen 
volvendo tem-se
uD ,m + 1 = ^ 1 1 U 0 + Q l 2 V 0 + ^13e 0 -  Ü 1 F
DV™ i m + 1 = ^ 2 1 U 0 + ^ 2  2 v 0 + ^23S 0 - D 2F
Bm + 1 = ^ 3 1 U 0 + ^ 3 2 V 0 + ^333 0 -  n 3F
0 = ^ 4 1 U 0 + ^ 4 2 V0 + ^ 0 -  V
0 = ^ 5 1 U 0 + ^ 5 2 V 0 •f* Q53B 0 -  V
0 =■^61U 0 + ^ 6 2 V 0 + ^ 6 3 6 0 -  V
e escrevendo-se as três últimas equações acima na forma matricial




Qsi ^52 ^5 3 V 0 > = C 5 '
Qói ^62 ^63 ® 6  . *
Se o carregamento externo for nulo, ou seja, uma vibra 
ção livre, a equação (4.4.3) torna-se um sistema linear homogêneo 
cuja condição de solução não trivial fornece as frequências natu 
rais de vibração do sistema, ou seja, o determinante da matriz de 
ve ser n u l o .
Tendo-se vibração forçada e excitação produzida atra 
vês de um esforço cortante harmônico de magnitude F, a equação 




Sendo [Q*] não singular, pode-se escrever
{Z*>o = [Q * ] " 1 ÍD*}F (4.4.5)
. —  Ecuja solução fornece os deslocamentos do vetor de estado (Z}q .
_  j:Conhecendo-se o vetor de estado reduzido {.Z }q , a e s q u e r ­
da do primeiro reforço, fornecido pela expressão (4.4.5) e u t i l i ­
zando-o na equação (4.4 .1 ) , determina-se o vetor de estado reduzjl
do (Z}D ~| , ã direita do último reforço. m + 1
—  ETambem a partir de {Z>n , pode-se determinar o vetor de
0 
Eestado sem redução {Z }q a partir da equaçao (4.3.2) onde
ÍZ}q = [u0 , v 0 , 0 , ß 0 , V 0 , 0 , 0 , 0 ]T .
ECom {Z }q pode-se determinar o vetor de estado em qual^
quer estação.
4i5. Resultados Numéricos
Os parâmetros físicos de um exemplo são apresentados na 
Tabela 4.1.
Tabela 4.1.- Dados Físicos
para cada painel
a = 1,8288 [m] raio de curvatura
b = 0,5080 [m] distância entre montantes
E = 7,24x1010 [N/m2 ] modulo de Young
h = l,016xl0"3 [m] espessura da casca .
1 = 0,20828 [m] distância entre reforços
P = 2 ,80x10^ [kg/m 3 ] densidade de massa
v. = 0,3 coeficiente de Poisson
número de vãos: 0 5 
para cada reforço
A > 1,485x10" 4 [m2 ] área da seção transversal
A s = 0 , 0 [m] ver Figura 3
A z = 2 ,0828x10
-3 [m] ver Figura 3
C = 9 ,419x10" 1 1 [m4 ] constante de torção de St. Venant
S
4,428x10" 1 2 [me ] constante de empenamento
C s =
Oo
[m] ver Figura 3
C z = 2,037x10"
2 [m] ver Figura 3
E = 7,24x1010
8
[N/m2 ] modulo de Young
= 5,078x10“ [m1*] momento de inércia
= 3,455x10" 8 [m*] momento de inércia
= O ** o [ m M momento de inércia
JA =. 1,057x10"
7r; [m"] . momento de inércia
P = 2,80x10^ - [kg/m3 ] densidade de massa
V = 0,3 coeficiente de Poisson
n = 0,05 fator de perda
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A  Figura 4.5.1 apresenta a curva do deslocamento tranj» 
versai w x  frequência onde os picos representam as frequências na 
turais do sistema e a Figura 4.5.2 a curva momento fletor x fre 
quência.
Utiliza-se um fator de perda nos reforços para melhor e_s 
tabilidade da resposta nas regiões de ressonância. .




Figura 4.5.2 - Curva Momento M x Frequência f





Figura 4.5.3 - Sistema Carregado no Primeiro Vão
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A  Tabela 4.2 mostra as quatro primeiras frequências natu 
rais obtidas, bem como o s 'resultados de Henderson e McDaniel, e.s 
tes computados através da técnica da super matriz.



















Comparando-se os resultados obtidos por ambos os e s t u d o s , 
verifica-se que 0  erro máximo é menor que 5%, o que para métodos 
numéricos como os utilizados, é um valor aceitável. Na primeira 
frequência natural o erro ê menor que 1%, que é um valor bastante 
bom, aumentando gradativamente não ultrapassando, porém, 5%. Como 
não foram realizados trabalhos experimentais por Henderson e McDa 
niel, não existe, pois, base concreta para se afirmar quais dos 
valores são os mais precisos.
Entretanto, aplicando-se a teoria de redução de graus ter 
minais de liberdad^ a sistemas simples, pode-se avaliar a preci. 
são da mesma, como. foi feito no Capítulo 2 e também como foi fe^i 
to por Espíndola |2 |.
É apresentado também a curva deslocamento w x  frequência
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(Figura 4.5.5) de um sistema em que e aplicado um carregamento si 
métrico como o apresentado na Figura 4.5.4.
Figura 4.5.4 - Sistema com Carregamento Simétrico
Para a obtenção da resposta do sistema da Figura 4.5.4, 
utiliza-se a equação (4.3.9) onde faz-se j=3, n=2 e m=2; tem-se 
então
{Z}® = [TP] 5 [P]{Z}q - [TP ] 2 (TC}F
onde são vãlidas as considerações utilizadas na obtenção dos re 
sultados anteriores.
Através da analise da Figura 4.5.5, verifica-se que a 
aplicação de um carregamento externo simétrico não excita os mo 
dos pares e a estrutura sõ responde nos modos ímpares e seu resul^ 
tado corrobora os obtidos anteriormente para a primeira e tercejl 
ra frequência natural.
N o t a - s e ,também,da analise das curvas de resposta do sij5 
tema que na primeira frequência houve uma menor resposta devido a 
proximidade do ponto de obtenção da mesma com o apoio simples do
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primeiro "stringer".
Figura 4.5.5 - Curva Deslocamento w x Frequência,
carregamento simétrico
Para a e,btenção dos resultados, utilizou-se um programa 
computacional cujo diagrama de fluxo ê apresentado na Figura 
4.5.6.





Matriz de estado C A 3
Matriz de transf. campo C T 1
Matriz campo red. C T ] eíTCL}
Matriz de transf. Ponto red. [R]
Matriz de transf. período red. C TP ] e -C TC3-
:TP](r" r"f|) , LÍPTtTCJe [Tpfr’+m+l>LP3
CQ3 e ÍD1




{Z>R Vetor de estado na resposta
Figura 4.5.6 - Diagrama de Fluxo
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Nestes casos, tem-se uma meia onda entre os montantes, 
isto é, n = T  nas equações (2.3.2) e (2.3.5) e assume-se também em 
todos os cálculos ura fator de perda n=0,05 em todos os reforços.
Baseando-se em estudos efetuados por Espíndola {2[ onde 
a técnica de redução apresentou uma diminuição de tempo de compu 
tação, bem como de memória e a utilização do método de autov a l o ­
res e autovetores apresentado no Apêndice II, em vez do método da 
supermatriz utilizado por Henderson e McDaniel |l|. Como as di. 
ferenças entre os resultados dos dois métodos não são significa­
tivas, estes ganhos em tempo computacional e memória são relevan 
t e s .
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C a p í t u l o s  
C o n c l u s õ e s
Embora já se tenha feito comentários nos capítulos ante 
riores, quando das discussões dos resultados, serão aqui apresen 
tadas algumas considerações finais, bem como a apresentação de al^  
gumas sugestões para a continuidade deste estudo.
Primeiramente, para um sistema de vigas fez-se a introdu 
ção dos conceitos de campo e segmento, que possibilitou a elabora 
ção de uma técnica computacional genérica para a determinação das 
frequências naturais do sistema. Esta técnica produz um programa 
de uso extremamente simples, quando implementada em computador d^ 
g i t a l .
0  programa testado mostrou resultados extremamente preci 
sos quando comparados com conhecidos. Isto revelou sua eficiên 
cia quanto ã utilização dos conceitos de campo e segmento, sendo 
corroborado com os resultados obtidos no exemplo que determinou as 
fréquências críticas de um rotor de ventilador de exaustão fabri­
cado por empresa nacional.
Por ser uma formulação geral, a técnica foi aplicada a 
outros exemplos, de vigas de múltiplos apoios, mostrando-se um 
programa muito eficiente. •
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Para um sistema de cascas finas reforçadas por "stringers" 
' longitudinais, lançou-se mão da técnica de redução de graus de 
liberdade terminais que propicia uma diminuição efetiva no tempo 
de computação, bem como da memória requerida. Aliado a isto, uti. 
lizou-se na determinação da matriz de transferência os autovetores 
e autovalores que foram determinados a partir do método apresenta 
do no Apêndice II.
Com as considerações anteriores, formulou-se um programa 
para computador digital, onde levou-se em consideração que o sijs 
tema fosse aberto, definiu-se as condições de contorno e, os dados 
estruturais tomados como exemplo foram para que se pudesse fazer 
uma comparação entre os resultados obtidos pelo programa e os de 
Henderson e McDaniel que utilizaram a técnica da supermatriz. Os 
resultados mostraram-se próximos, o que demonstra a eficiência da 
técnica empregada.
Como não foram realizados experimentos, não se pode afir 
mar quais dos resultados são mais exatos.
A  partir desta constatação ê que se sugere, para um estu 
do futuro, a determinação experimental das frequências naturais 
de um sistema aberto de cascas cilíndricas reforçadas longitud^ 
nalmente para corroborar resultados.
Outro estudo a ser feito é o de um sistema fechado de 
cascas cilíndricas reforçadas por "stringers" longitudinais, cujo 
desenvolvimento teõrico e suas dificuldades numéricas, bem como a 
sugestão de uma possível solução são apresentados no Apêndice III.
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A p ê n d i c e  I 
Técnica de Redução Automática de Graus de Liberdade Terminais
Quando se conhece a matriz de transferência de um sistema 
na sua forma mais geral, a matriz de transferência de um outro sij; 
tema, derivado do anterior, por imposição de alguma restrição, po 
de ser de fácil obtenção numérica. Para deduzir a técnica para 
efetuar tal operação, o caso de um sistema com originalmente dois 
graus terminais de liberdade ê tomado como ilustração.
Assume-se que um dos graus de liberdade é eliminado, en 
tão o sistema derivado tem somente um grau de liberdade. Mais es 
pecif icamente: assume-se que a primeira coordenada do vetor de ej5 
tado é anulada por uma restrição. A equação (2.4.6) pode ser ex 
pandida para este exemplo particular:
E
0  = t 1 2 Cl2 +
r;
+ t14F 2
D . E 
q 2 = r 2 2 q 2 + t23F l + t f e
D E 
F 1 = t 32q 2 + t f e33 1 +
E
^34F2
FD - t q E 2 “ 42q 2 + W l + t f e44 2
onde q^ = coordenadas generalizadas e = as forças internas cor 
r espon d e n t e s . •
EResolvendo a primeira equaçao do conjunto acima para F 2  e 
substituindo nas segunda e terceira équações, pode-se escrever
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A equação C l . D  pode ser escrita na forma matricial






















-  & E{Z} = [T]{Z} Cl.2.a)
que ê a mesma que C2.4.28).
Vale notar que, uma vez que este caso particular foi con 
siderado, o resultado expresso pela equação Cl.2) pode ser genera 
lizado para o caso de n graus de liberdade terminais, olhando-se 
cuidadosamente os elementos da matriz quadrada reduzida.
Seja 1^ a ordem da coordenada generalizada eliminada e I 2  
a ordem de sua correspondente força generalizada.
Provavelmente, o melhor caminho para mostrar como os el£ 
mentos da matriz de transferência reduzida são formados, seja atra 
ves do diagrama de fluxo. Isto e feito na Figura CI.l).
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Figura 1.1. - Diagrama de Fluxo
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Na Figura (1.1) t é  um elemento da matriz reduzida, isto 
ê, a matriz de transferência do sistema derivado.
Se se necessita de um maior grau de redução, é sõ aplicar 
esta técnica sucessivamente, quantas vezes for necessário.
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A p ê n d i c e  I I
M é t o d o  d e  L e v e r r i e r  c o m  M o d i f i c a ç ã o  d e  Fa d d e e v
0 metodo de Leverrier com modificação de Faddeev 116 | , e 
um método direto para o cálculo dos autovalores e autovetores de 
uma matriz quadrada qualquer.
Métodos diretos não são normalmente a melhor opção para o 
cômputo de autovalores e autovetores de matrizes grandes, porque 
são geralmente mais sensíveis ao acúmulo de erros e requerem um 
grande tempo de computação. 0  presente método, todavia, é total_ 
mente vantajoso para as necessidades desse trabalho porque:
- As matrizes são usualmente pequenas e, em tais casos, requerem 
menor tempo de computação;
- Permite vantagens por ser utilizado em matriz simétrica em rela 
ção ã diagonal secundaria, o que economiza tempo computacional;
- Ê totalmente insensível äs peculiaridades das matrizes;
- F o r n e c e  o mesmo nível de precisão para a u t o v e t o r e s e autovalores.
Supõe-se que
n ^ . -v , , J n N N-l , N-2 N.P(t) = (-1 ) (A - g xX - g2* - . . . - g ) 116
é a equação polinomial característica da matriz quadrada [A]. Po 
de ser provado que o coeficiente g. po.de ser calculado pela cons 
trução da seguinte sequência:
' ■ v .  .
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CA] = [A] ; tr[A ] 1  = g x ; [B] 1  = [A] 1  - g x [ I ]
tr[A ] 9
[A] 2 = [A] [B] 1 ; — 2 — - = g 2 ; [B] 2 = [A] 2 - g 2 f 13-
. . (II.1)
• * •
[A 1 N-1 = [A] [BÍN-2 ' = gN-l ; [B1 N-1 = [A]N-1 ' gN - l [ 1 1
[A)n = [ A H B ] n _j ; “gN ; tB]N > [A 1 N - S n U 1
lí
Pela solução da equação característica, os autovalores são 
encontrados. N ê normalmente par e pode ser visto que gj=0, j im 
par, então a equação característica pode ser resolvida primeiro pa 
ra A 2 e ter sua ordem reduzida pela metade.
Supondo-se que os autovalores sejam distintos, pode ser 
) que |1 6 | o autovetor c 
das colunas da matriz quadrada
mostrado | orrespondente a À. e dado por uma
[U] ^  = A^ - 1  [ I ] + A^I" 2 [B ] 1 .+ X j ' 3 [B] 2 + . . . + [B3n _x (II.2)
que e a matriz dos autovetores a direita de [A].
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A p ê n d i c e  I I I
Es t r u t u r a s  de  Ca s c a s  Fe c h a d a s
III.1. GENERALIDADES
No Capítulo 4 desenvolveu-se uma teoria geral para casca 
cilíndrica fina com reforços longitudinais igualmente espaçados, 
esta teoria permanece valida para sistemas fechados.
Neste tipo de sistema, as condições de contorno são bem 
definidas, pois os vetores de estado extremos são coincidentes.
Com estas considerações, é possível formular o modelo ma
temático.
II1.2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA .
A equação (4.3.9) ê valida para estrutura fechada (Figu 
ra III.1) como foi dito anteriormente e utilizando-se a condição 
de contorno para estrutura fechada em que
= (Z)“-Cn+ 1 ) O H - «
escreve-se a equação (4.3.9) como
' {^ }j _ (n+ 1 ) = [TP](n+m+1) í Z } j _ (n+1) " [TP]m (TC}F (III.2)
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ou
[[TP ] Cn+m+l) - [I]] Í Z > j _ (n+1) = [TP]m (TC}F (III.3)
cuja solução fornece {Z}|? •
Pode-se escrever a matriz [TP] como
[TP] = |'U] r ^ r -l í V ] T /, (III. 4
onde [U] e [V] sao as matrizes dos autovetores â direita e a ej5 
querda, respectivamente e os distintos autovalores de '[TP].
- Utilizando-se as propriedades de matrizes de transferen 
cia, escreve-se que
[TP]n = [U] [ " X ^ ]  [V]T (III. 5)
que ê a matriz de transferência de n períodos
Se n for um numero grande, os assumem valores extre
mamente altos provocando dificuldades numéricas.
Figura I I I .1 Casca Fechada
